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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – Дербес туындылы дифференциалдық теңдеу үшiн
қойылған бастапқы-шеттiк есептi Фурье немесе айнымалыларды ажырату
әдiсiмен шешу
Негiзгi сұрақтар:

1 Фурье әдiсiнiң негiзгi идеясы
2 Штурм-Лиувилль есебi
3 Меншiктi сандар мен меншiктiфункциялардың қасиеттерi. Стеклов

теоремасы
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Парциалдық дифференциалдық теңдеулердi шешудiң негiзгi әдiстерiнiң бiрi —
айнымалыларды ажырату және Фурье әдiсi. Бұл әдiстер теңдеудi қарапайым
бiрөлшемдi есебтерге келтiруге мүмкiндiк бередi.
Айнымалыларды ажырату әдiсi
Айнымалыларды ажырату әдiсi негiзiнен келесi тәсiлге сүйенедi:

u(x , t) = X (x)T (t),

мұндағы X (x) тек x-ке, T (t) тек t-ге тәуелдi функция. Парциалдық теңдеудi осы түрге
алмастыру арқылы теңдеудi екi бiрөлшемдi теңдеуге бөлуге болады. Мысалы,
бiрөлшемдi толқын теңдеуi:

utt = a2uxx ⇒
T ′′(t)

a2T (t)
=

X ′′(x)

X (x)
= −λ,

мұндағы λ — бөлгiш тұрақты.
Штурм-Лиувилль есебi – бұл екiншi реттi сызықтық дифференциалдық теңдеуге
қойылатын арнайы шекаралық есептер тобы. Бұл есебтiң шешiмi меншiктi сандар және
меншiктi функциялар арқылы сипатталады, олар парциалдық дифференциалдық
теңдеулердi шешудiң негiзгi құралы болып табылады.
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Штурм-Лиувилль теңдеуi
Жалпы форма:

− (p(x)X ′)′ + q(x)X = λr(x)X , a < x < b, (1)

мұндағы:

p(x) > 0, r(x) > 0 — берiлген тегiс функциялар,

q(x) — берiлген нақты функция,

λ — белгiсiз сан, меншiктi сан (eigenvalue),

X (x) — меншiктi функция (eigenfunction).
Шекаралық шарттар көбiнесе былай берiледi:

α1X (a) + β1X
′(a) = 0, α2X (b) + β2X

′(b) = 0, (2)

мұндағы αi , βi нақты сандар және α2
i + β2

i ̸= 0.
Меншiктi сандар мен меншiктi функциялар
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Штурм-Лиувилль есебiнiң негiзгi қасиеттерi:
1 Барлық меншiктi сандар λn нақты және шексiз өсiп келетiн қатар құрайды:

λ1 < λ2 < λ3 < · · · → ∞.

2 Әрбiр меншiктi санға λn бiр ғана меншiктi функция Xn(x) сәйкес келедi, тек
тұрақты көбейткiшпен ерекшеленедi.

3 Ортоқоналдығы: егер m ̸= n,

∫ b

a
r(x)Xm(x)Xn(x) dx = 0.

4 Толықтық: кез келген квадратно интегралданатын функция f (x) үшiн

f (x) ∼
∞∑
n=1

cnXn(x), cn =

∫ b
a r(x)f (x)Xn(x) dx∫ b

a r(x)X 2
n (x) dx

.
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Мысал: қарапайым Штурм-Лиувилль есебi

X ′′(x) + λX (x) = 0, 0 < x < L, (3)

Дирихле шекаралық шарттар:

X (0) = 0, X (L) = 0. (4)

Мақсат: барлық меншiктi сандар λ және меншiктi функциялар X (x) табу.
Жалпы шешiм
1. λ = 0 жағдайы

X ′′ = 0 ⇒ X (x) = Ax + B.

Шекаралық шарттарды қолданамыз:

X (0) = B = 0 ⇒ B = 0,

X (L) = AL = 0 ⇒ A = 0.

Сондықтан λ = 0 тек нөлдiк шешiм бередi. λ = 0 жарамсыз (тек нөлдiк шешiм).
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2. λ > 0 жағдайы
Жалпы шешiм:

X (x) = A cos(
√
λx) + B sin(

√
λx).

Шекаралық шарт X (0) = 0:

A cos(0) + B sin(0) = A = 0 ⇒ A = 0.

Сондықтан:
X (x) = B sin(

√
λx).

Екiншi шекаралық шарт X (L) = 0:

B sin(
√
λL) = 0 ⇒ sin(

√
λL) = 0.

Бұл үшiн: √
λL = nπ, n = 1, 2, 3, . . .
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Меншiктi сандар және меншiктi функциялар
- Меншiктi сандар:

λn =
(nπ

L

)2
, n = 1, 2, 3, . . .

- Меншiктi функциялар:

Xn(x) = sin
(nπx

L

)
, n = 1, 2, 3, . . .

- Ортоқоналдығы: ∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0, m ̸= n.

X ′′(x) + λX (x) = 0, 0 < x < L, (5)

шекаралық шарттар:
X ′(0) = 0, X ′(L) = 0. (6)

Мақсат: барлық меншiктi сандар λ және меншiктi функциялар X (x) табу.
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Жалпы шешiм
1. λ = 0 жағдайы
Теңдеудi шешемiз:

X ′′ = 0 ⇒ X (x) = Ax + B.

Шекаралық шарттарды қолданамыз:

X ′(0) = A = 0 ⇒ A = 0.

Сондықтан:
X0(x) = B = тұрақты функция.

- Меншiктi сан: λ0 = 0 - Меншiктi функция: X0(x) = 1 (нормалауға болады).
2. λ > 0 жағдайы
Жалпы шешiм:

X (x) = A cos(
√
λ x) + B sin(

√
λ x).

Шекаралық шарт X ′(0) = 0:

X ′(x) = −A
√
λ sin(

√
λx) + B

√
λ cos(

√
λx),

X ′(0) = B
√
λ = 0 ⇒ B = 0.

Сондықтан:
X (x) = A cos(

√
λ x).

Екiншi шекаралық шарт X ′(L) = 0:

X ′(L) = −A
√
λ sin(

√
λL) = 0.

Сондықтан:
sin(

√
λL) = 0 ⇒

√
λL = nπ, n = 0, 1, 2, . . .
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Меншiктi сандар және меншiктi функциялар
- Меншiктi сандар:

λn =
(nπ

L

)2
, n = 0, 1, 2, . . .

- Меншiктi функциялар:

Xn(x) = cos
(nπx

L

)
, n = 0, 1, 2, . . .

- Ортоқоналдығы: ∫ L

0
Xm(x)Xn(x) dx = 0, m ̸= n.

- Меншiктi сандар: λ1, λ2, . . . - Меншiктi функциялар: sin
(
nπx
L

)
- Функциялар

ортогоналды және толық жүйе құрайды.
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Қорытынды

Штурм-Лиувилль есебi – екiншi реттi дифференциалдық теңдеуге қойылатын
шекаралық есептер.

Меншiктi сандар мен меншiктi функциялар теңдеудiң шешiмiн Фурье қатары
түрiнде көрсетуге мүмкiндiк бередi.

Ортоқондық және толықтық қасиеттерi парциалдық теңдеулердi шешуде
шешушi рөл атқарады.

Стеклов теоремасы: Егер {Xn(x)} — Штурм-Лиувилль есебiнiң меншiктi функциялары
жүйесi болса, онда кез келген квадратно интегралданатын функция f (x) үшiн:

f (x) ∼
∞∑
n=1

cnXn(x), cn =

∫ b
a r(x)f (x)Xn(x) dx∫ b

a r(x)X 2
n (x) dx

,

мұндағы конвергенция L2-норм бойынша жүзеге асады. Бұл функцияларды толық
Фурье қатары түрiнде өрнектеуге мүмкiндiк бередi.
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НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА

РАҚМЕТ!
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